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itas dan teorema-teorema tentang super antimagic total dekomposisi graf Helm

konektif, kemudian pelabelannya akan digunakan untuk pembuatan ciphertext.

Dari uraian tersebut maka penulis menulis judul artikel ”Analisis Super (a, d)-S3

Antimagic Total Dekomposisi Graf Helm untuk Pengembangan ciphertext”.

Kardinalitas Graf Helm

Misalkan Hn= (V (Hn), E(Hn)) adalah graf berhingga dengan |V (Hn)| = pG

dan E(Hn) = qG. Pelabelan pada Hn didefinisikan sebagai suatu fungsi yang

memetakan elemen-elemen Hn ke suatu subhimpunan bilangan bulat positif.

Daerah definisi dari fungsi ini dapat berupa himpunan titik, himpunan sisi, atau

gabungan himpunan titik. Pelabelan tersebut berturut-turut disebut pelabelan

titik, pelabelan sisi, atau pelabelan total. Selanjutnya, jumlah semua label yang

berkaitan dengan satu elemen pada suatu graf dikatakan bobot dari elemen terse-

but. [6], [7], [8], dan [10]

Berdasarkan uraian diatas, Graf helm adalah graf yang memiliki V (Hn) =

{P} ∪ {xi, yi, 1 ≤ i ≤ n}, E(Hn) = {Pxi, xixi+1, xiyi, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {xnx1},
pG = |V |=2n+ 1, qG = |E|=3n, pHn = 4, dan qHn = 3.

Lemma 1 [4] Jika graf Hn(V,E) adalah super (a, d)−S3 antimagic total dekom-

posisi maka

d ≤ (pG − pH)pH + (qG − qH)qH
s− 1

untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E′|

Bukti.

(s− 1)d ≤ pHpG − pH−1
2 pH + qHpG + qHqG − qH−1

2 qH − a
(s−1)d ≤ pHpG− pH−1

2 pH + qHpG + qHqG− qH−1
2 qH − (pH2 +

p2H
2 + qHpG +

qH
2 +

q2H
2 )

(s− 1)d = pHpG −
p2H
2 + pH

2 + qHqG −
q2H
2 + qH

2 − (pH2 +
p2H
2 + qH

2 +
q2H
2 )

(s− 1)d = pHpG + qHqG − p2H − q2H
(s− 1)d = pHpG − p2H + qHqG − q2H
(s− 1)d = (pG − pH)pH + (qG − qH)qH

d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH
s−1

Jadi, untuk s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|, pH = |V ′|, qH = |E′| terbukti

bahwa d ≤ (pG−pH)pH+(qG−qH)qH
s−1
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Hasil Penelitian

Dekomposisi

Menurut Inayah (2012), jika selimut-H dari G memiliki sifat yaitu setiap sisi

G termuat dalam tepat satu graf Hi untuk semua iε1, 2, ..., k, maka selimut-H

disebut dekomposisi-H. Dalam hal ini, G dikatakan memuat dekomposisi-H atau

G terdekomposisi atas H. Inayah (2012), graf Petersen terdekomposisi atas P4,

tetapi graf Petersen tidak terdekomposisi atas P3 karena E(grafPetersen) = 15

dan |E(P3)| = 2.

Metode penelitian yang digunakan yaitu menentukan kardinalitas dari garf

Helm, menentukan d untuk dekomposisi dari S3, menentukan fungsi titik, fungsi

bobot dekomposisi, fungsi sisi, fungsi bobot total dekomposisi, dan pembuatan

ciphertext untuk suatu pesan rahasia. Berikut akan diuraikan hasil dari peneli-

tian berupa teorema beserta pembuktiannya terkait dekomposisi graf untuk graf

Helm dan juga suatu ciphertext yang didasari atas teorema tersebut.

3 Teorema 1 Graf helm Hn memiliki super (13n + 10, 0)-S3 antimagic total

dekomposisi untuk n ≥ 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm Hn dengan fungsi f1 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f1(P ) = 1

f1(x1) = n+ 1

f1(y1) = n+ 2

f1(xi) = i; untuk 2 ≤ i ≤ n

f1(yi) = 2n− i+ 3; untuk 2 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f1 : V (Hn) → {1, 2, . . . , 2n + 1}. Misal wf1 adalah bobot sisi

super (13n + 10, 0)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3,

maka dapat diturunkan sebagai berikut:

wf1 = f1(P ) + f1(x1) + (f1(xi)|i = i+ 1) + f1(y1)

= 1 + (n+ 1) + (i+ 1) + (n+ 2)

= 2n+ i+ 5; 1 ≤ i ≤ n

Kemudian labeli sisi graf Helm Hn dengan fungsi f1 yang didefinisikan

Antimagic Total Dekomposisi Graf Helm..... 55Kholifatur, et.al: Analisis Super (a; d)-S



3

sebagai berikut:

f1(Pxi) = 3n− i+ 2; 1 ≤ i ≤ n

f1(xixi+1) = 3n+ i+ 1; 1 ≤ i ≤ n

f1(xnx1) = 4n+ 1

f1(xiyi) = 5n− i+ 2; 1 ≤ i ≤ n

Misal Wf1 adalah bobot total sisi super (13n + 10, 0)-S3 antimagic total

dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wf1 = wf1 + f1(Pxi) + f1(xixi+1) + f1(xiyi)

= (2n+ i+ 5) + (3n− i+ 2) + (3n+ i+ 1) + (5n− i+ 2)

= 13n+ 10; 1 ≤ i ≤ n

Sehingga terbukti bahwa Graf helm Hn memiliki super (13n+10, 0)-S3 antimagic

total dekomposisi untuk n ≥ 3.

3 Teorema 2 Graf helm Hn memiliki super (25n+21
2 , 1)-S3 antimagic total dekom-

posisi untuk n ≥ 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm Hn dengan fungsi f2 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f2(P ) = 1

f2(xi) =
n+ i+ 2

2
; untuk 1 ≤ i ≤ n, i ∈ ganjil

f2(xi) =
i+ 2

2
; untuk 1 ≤ i ≤ n, i ∈ genap

f2(yi) = n+ i+ 1; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f2 : V (Hn) → {1, 2, . . . , 2n + 1}. Misal wf2 adalah bobot sisi

super (25n+11
2 , 1)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3,

maka dapat diturunkan sebagai berikut:

wf2 = f2(P ) + (f2(xi); i ∈ ganjil) + (f2(xi); i ∈ genap) + f2(yi)

= 1 + (
n+ i+ 2

2
) + (

i+ 2

2
) + (n+ i+ 1)

=
3n+ 4i+ 7

2
; 1 ≤ i ≤ n

Kemudian labeli sisi graf Helm Hn dengan fungsi f2 yang didefinisikan sebagai
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berikut:

f2(Pxi) = 3n− i+ 2; 1 ≤ i ≤ n

f2(xixi+1) = 3n+ i+ 1; 1 ≤ i ≤ n

f2(xnx1) = 4n+ 1

f2(xiyi) = 5n− i+ 2; 1 ≤ i ≤ n

Misal Wf2 adalah bobot total sisi super (25n+11
2 , 1)-S3 antimagic total

dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wf2 = wf2 + f2(Pxi) + f2(xixi+1) + f2(xiyi)

= (
3n+ 4i+ 7

2
) + (3n+ i+ 1) + (3n+ i+ 1) + (5n− i+ 2)

=
25n+ 6i+ 15

2
; 1 ≤ i ≤ n

Penurunan rumus Wf2 tersebut membentuk himpunan barisan aritmatika yaitu

Wf2 = {25n+21
2 , 25n+23

2 , . . . , Un}. Maka nilai Un dapat dicari dengan cara Un =

a+ (n−1)b = 25n+21
2 + (n−1).1 = 25n+21

2 +n−1 = 27n+19
2 . Karena nilai a pada

barisan tersebut adalah 25n+21
2 , sehingga terbukti bahwa Graf helm Hn memiliki

super (25n+21
2 , 1)-S3 antimagic total dekomposisi untuk n ≥ 3.

3 Teorema 3 Graf helm Hn memiliki super (12n + 11, 2)-S3 antimagic total

dekomposisi untuk n ≥ 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm Hn dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai

berikut: f3(P ) = f1(P ), f3(x1) = f1(x1), f3(y1) = f1(y1), f3(xi) = f1(xi), dan

f3(yi) = f1(yi)

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f3 : V (Hn) → {1, 2, . . . , 2n + 1}. Misal wf3 adalah bobot sisi

super (12n + 11, 2)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3,

maka wf3 = wf1 .

Kemudian labeli sisi graf Helm Hn dengan fungsi f3 yang didefinisikan

sebagai berikut:

f3(Pxi) = 2n+ i+ 1; 1 ≤ i ≤ n

f3(xnx1) = 3n+ 2

f3(xixi+1) = 4n− i+ 2; 1 ≤ i ≤ n

f3(xiyi) = 4n+ i+ 1; 1 ≤ i ≤ n

Misal Wf3 adalah bobot total sisi super (12n + 11, 2)-S3 antimagic total
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dekomposisi graf helm Hn untuk n ≥ 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wf3 = wf3 + f3(Pxi) + f3(xixi+1) + f3(xiyi)

= (2n+ i+ 5) + (2n+ i+ 1) + (4n− i+ 2) + (4n+ i+ 1)

= 12n+ 2i+ 9; 1 ≤ i ≤ n

Penurunan rumus Wf3 tersebut membentuk himpunan barisan aritmatika yaitu

Wf3 = {12n + 11, 12n + 13, . . . , Un}. Maka nilai Un dapat dicari dengan cara

Un = a + (n − 1)b = 12n + 11 + (n − 1).2 = 12n + 11 + 2n − 2 = 14n + 9.

Karena nilai a pada barisan tersebut adalah 12n+ 11, sehingga terbukti bahwa

Graf helm Hn memiliki super (12n+11, 2)-S3 antimagic total dekomposisi untuk

n ≥ 3.

Aplikasi

Tingkat kriminalitas pengacakan kode yang semakin meningkat membuat

para pemilik pesan rahasia harus lebih waspada. Permasalahan ini adalah terma-

suk bagian aplikasi total dekomposisi dalam cryptography. Cryptography adalah

sebuah teknik merubah dari plaintext (kalimat pesan) ke dalam ciphertext (kali-

mat rahasia yang akan dikembangkan)[13]. Ciphertext merupakan bentuk pesan

yang tersandi ke bentuk lain yang tidak dapat dipahami [12]. Misalnya pe-

san rahasia yang akan dikirim adalah ”20127 adalah PIN kartu kredit anda”.

Pelabelan yang digunakan untuk mengubah pesan tersebut yaitu pelabelan total

dekomposisi pada graf Helm H9 dengan d = 0 (sesuai teorema 1).

Label titik dan label sisi menggunakan angka 1 sampai 46. Sebelum mele-

takkan huruf pada diagram pohon, pengeliminasian cabang perlu dilakukan agar

tidak ada kode yang berulang. Tahap awal untuk mengeliminasi cabang yaitu

dengan menjumlahkan titik graf Helm Hn dengan jumlah keseluruhan huruf al-

fabet. Jumlah titik yang digunakan pada graf Helm H9 adalah 19 titik jumlah

alfabet adalah 26, dan 1 spasi (t), maka penjumlahan ketiganya diperoleh 46.

Label sisi atau cabang yang harus di eliminasi yaitu label sisi yang lebih besar

dari jumlah titik graf Helm dengan jumlah alfabet. Langkah selanjutnya adalah

membuat digram pohon yang berakar di label 1 dengan dilengkapi label sisinya

Langkah selanjutnya yaitu memasang semua alfabet yaitu dari a sam-

pai z dan spasi (t) pada setiap cabang diagram pohon. Penempatan alfabet

ini harus berurutan dari kiri ke kanan dan dimulai dari layer pertama, pen-

empatan spasi setelah huruf z. Setelah penempatan alfabet dan spasi (t) di-

lakukan, selanjutnya adalah menghitung nilai modulo dari setiap cabang atau

label sisi sesuai dengan letak alfabet dan spasi (t). Pesan rahasia dipecahkan
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dengan menerapkan teknik kriptosistem modulo 27 terhadap masing-masing hu-

ruf alfabet sehingga menjadi a = mod(23, 27) = 23, b = mod(29, 27) = 2,

c = mod(35, 27) = 8, d = mod(41, 27) = 14, e = mod(20, 27) = 19, f =

mod(26, 27) = t, g = mod(32, 27) = 5, h = mod(38, 27) = 11, i = mod(44, 27) =

17, j = mod(21, 27) = 21, k = mod(24, 27) = 24, l = mod(25, 27) = 25,

m = mod(27, 27) = 0, n = mod(30, 27) = 3, o = mod(31, 27) = 4, p =

mod(33, 27) = 6, q = mod(36, 27) = 9, r = mod(37, 27) = 10, s = mod(39, 27) =

12, t = mod(42, 27) = 15, u = mod(43, 27) = 16, v = mod(45, 27) = 18,

w = mod(22, 27) = 22, x = mod(28, 27) = 1, y = mod(34, 27) = 7, z =

mod(40, 27) = 13, dan t = t.

Maka diperoleh ciphertext dari semua alfabet yaitu a = x, b = c, c =

i, d = o, e = u, f = t, g = f, h = l, i = r, j = v, k = y, l = z,m = a, n =

d, o = e, p = g, q = j, r = k, s = m, t = p, u = q, v = s, w = w, x = b, y = h, z =

n,t = t. Oleh karena itu, dengan menggunakan proses substitusi pesan ke dalam

ciphertext dengan menggunakan spasi (t) dan tanpa tanda baca, maka ciphertext

dari pesan ”duatnoltsatutduattujuhtadalah pintkartutkredittanda” adalah

”oqxtdeztmxpqtoqxtpqvqltxoxzxltgrdtyxkpqtykkuorptxdox”.

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa:

• Graf helm Hn memiliki super (13n+ 10, 0)-S3 antimagic total dekomposisi

untuk n ≥ 3.

• Graf helm Hn memiliki super (25n+21
2 , 1)-S3 antimagic total dekomposisi

untuk n ≥ 3.

• Graf helm Hn memiliki super (12n+ 11, 2)-S3 antimagic total dekomposisi

untuk n ≥ 3.

• ciphertext dari pesan ”duatnoltsatutduattujuhtadalah pintkartutkredittanda”

adalah ”oqxtdeztmxpqtoqxtpqvqltxoxzxltgrdtyxkpqtykkuorptxdox”.
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