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Abstract
Covering of G is H = {Hy,H>, Hs, ..., Hi} subgraph family from & with
every edges on G admit on at least one graph H; fora i € {1,2,...,E}. If every

i€ {1,2,....k}, H; isomorphic with a subgraph H. then H said cover-H of G.
Furthermore, if cover-H of (¢ have a properties is every edges (¢ contained on
exactly one graph H; for a i = {1,2, ...k}, then cover-H is called decomposition-
H . In this case, 7 is said to contain decomposition-H. A graph G{V, E) is called
{a,d)-H total decomposition if every edges F is sub graph of & isomorphic of
H. In this research will be analysis of super (a,d)-53 total decomposition of
connective helm graph to developing ciphertext.
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Pendahuluan

Teori graf adalah salah satu cabang dari matematika yvang pertama kali diperke-
nalkan oleh seorang matematikawan Swiss vang bernama Leonard Euler pada
tahun 1736, sebagal upaya menvelesaikan masalah jembatan Konigsherg yvang
tercatat dalam sejarah untuk pertama kali menggunakan graf. Seiring perkem-
bangan jaman dan teknologi, teori graf banyvak dijadikan model dalam memec-
ahkan masalah yang ada di kehidupan [1]. Salah satu masalah yang berkaitan
dengan graf yang telah dikaji adalah dekomposisi graf. Pelabelan graf vang akan
digunakan dalam penelitian ini, yaitu pelabelan dekomposisi. Hal ini karena
jarangnya penelitian graf yang menggunakan pelabelan dekomposisi, belum ada
pelabelan dekomposisi yang dikaitkan dengan pe-ngembangan ciphertext, serta
untuk menambah wawasan baru tentang pelabelan suatu graf.

Selimut dari & adalah H = {H,,H2, Hs, ..., Hi.} keluarga subgraf dari G
dengan sifat setiap sisi di ¢ termmat pada sekurang-kurangnya satu graf H;
untuk suatu ¢ € {1,2,....k}. Jika untuk setiap ¢ € {1.2,....k}, H; isomorfik
dengan suatu subgraf H, maka H dikatakan selimut-H dari ¢. Selanjutnyva, jika
selimut-H dari (7 memiliki sifat yaitu setiap sisi G termmuat dalam tepat satu graf
H; untuk suatu ¢ € {1,2, ..., k}, maka selimut-H disebut dekomposisi-H. Dalam
hal in1, & dikatakan memuat dekomposisi-H atau G terdekomposisi atas H . [3]

Artikel ini akan menjelaskan tentang dekomposisi dari graf Helm konektif

serta pengembangannyva dalampembuatan ciphertert. Akan ditentukan kardinal-
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itas dan teorema-teorema tentang super antimagic total dekomposisi graf Helm
konektif, kemudian pelabelannya akan digunakan untuk pembuatan ciphertext.
Dari uraian tersebut maka penulis menulis judul artikel ” Analisis Super (a, d)-S3

Antimagic Total Dekomposisi Graf Helm untuk Pengembangan ciphertext”.

Kardinalitas Graf Helm

Misalkan H,= (V(H,),E(H,)) adalah graf berhingga dengan |V (H,)| = pa
dan E(H,) = qg. Pelabelan pada H,, didefinisikan sebagai suatu fungsi yang
memetakan elemen-elemen H,, ke suatu subhimpunan bilangan bulat positif.
Daerah definisi dari fungsi ini dapat berupa himpunan titik, himpunan sisi, atau
gabungan himpunan titik. Pelabelan tersebut berturut-turut disebut pelabelan
titik, pelabelan sisi, atau pelabelan total. Selanjutnya, jumlah semua label yang
berkaitan dengan satu elemen pada suatu graf dikatakan bobot dari elemen terse-
but. [6], [7], [8], dan [10]

Berdasarkan uraian diatas, Graf helm adalah graf yang memiliki V(H,,) =
{P} U {xy,yi,1 <1 < n}, E(Hy,) = {Pxj,zixiv1,xy,1 < i < n}U{x,z1},
pe = |V|=2n+1, q¢ = |E|=3n, pg, = 4, dan qg, = 3.

Lemma 1 [}/ Jika graf H,(V, E) adalah super (a,d)—Ss antimagic total dekom-

posisi maka
(pc — pr)pa + (96 — qm)qu
s—1

untuk s = |H1‘; bg = ‘V’7 q9G = |E’7 PH = ’V,’7 qH = |El‘

d<

Bukti.
(s — 1)d < pupc — P51 py + qupe + qwae — 5 qn —a
(j —1)d < pupe — 25 py + qupe + anae — Y5t qm — (B + % +qupc +
o+ ) 2 2 o
(s = 1)d = pupc — B + B + quqe — 4 + 4 — (B + Br + 40+ )
(s —1)d = pupc + qu9c — Pi; — 44
(s —1)d = pupc — Py + qu4c — 44

(s = 1)d = (pc — pu)p + (96 — qu)qu

d < pc=pr)prt(ac—am)an
- s—1

Jadi, untuk s = |H;|, pc = |V|, q¢ = |E|, pa = |V’|, qu = |E’| terbukti

(pc—pH)PH+(96—9H)
bahwa d S PG—PH P};_IQG qH )9H
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Hasil Penelitian

Dekomposisi

Menurut Inayah (2012), jika selimut-H dari G memiliki sifat yaitu setiap sisi
G termuat dalam tepat satu graf H; untuk semua iel, 2, ..., k, maka selimut- H
disebut dekomposisi-H. Dalam hal ini, G dikatakan memuat dekomposisi-H atau
G terdekomposisi atas H. Inayah (2012), graf Petersen terdekomposisi atas Py,
tetapi graf Petersen tidak terdekomposisi atas Ps karena F(graf Petersen) = 15
dan |E(Ps)| = 2.

Metode penelitian yang digunakan yaitu menentukan kardinalitas dari garf
Helm, menentukan d untuk dekomposisi dari S3, menentukan fungsi titik, fungsi
bobot dekomposisi, fungsi sisi, fungsi bobot total dekomposisi, dan pembuatan
ciphertext untuk suatu pesan rahasia. Berikut akan diuraikan hasil dari peneli-
tian berupa teorema beserta pembuktiannya terkait dekomposisi graf untuk graf

Helm dan juga suatu ciphertext yang didasari atas teorema tersebut.

& Teorema 1 Graf helm H,, memiliki super (13n + 10,0)-S3 antimagic total

dekomposisi untuk n > 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm H,, dengan fungsi f; yang didefinisikan sebagai
berikut:

H(P) = 1

filz1) = n+1

Aly) = n+2

filz;)) = Huntuk2<i<n

filyi) = 2n—i+4+3untuk2 <i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif
yang memetakan fi : V(H,) — {1,2,...,2n 4 1}. Misal wy, adalah bobot sisi
super (13n 4 10,0)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm H,, untuk n > 3,

maka dapat diturunkan sebagai berikut:

J1(P) + fi(z1) + (fi(z)|i =i+ 1) + fi(y1)
— 14+ m+D)+G+1)+(n+2)
= 2n+1+51<1<n

Wiy

Kemudian labeli sisi graf Helm H, dengan fungsi f; yang didefinisikan
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sebagai berikut:

fi(Pz) = 3n—i+21<i<n
filziriy) = 3n+i+1;1<i<n

fi(zpz1) = 4n+1

filwiys)) = dn—i+2;1<i<n

Misal Wy, adalah bobot total sisi super (13n + 10, 0)-S3 antimagic total
dekomposisi graf helm H,, untuk n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wy = wp + fi(Pr) + fi(zizigr) + fi(ziy:)
= (2n+i+5)+Bn—i+2)+Gn+itl)+Gn—i+2)
= 1n+10;1<i:<n

Sehingga terbukti bahwa Graf helm H,, memiliki super (13n+10, 0)-S3 antimagic

total dekomposisi untuk n > 3.

& Teorema 2 Graf helm H,, memiliki super (w, 1)

posisi untuk n > 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm H,, dengan fungsi fo yang didefinisikan sebagai
berikut:

fo(P) = 1
) + 2
fo(z;) = %;un‘cukl <i<m,i€ ganjil
 + 2
fo(z;) = %;untukl <i<mn,i€ genap
foys) = n+i+1;1<i<n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa fs adalah merupakan fungsi bijektif
yang memetakan fp : V(H,) — {1,2,...,2n + 1}. Misal wy, adalah bobot sisi
super (%, 1)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm H, untuk n > 3,

maka dapat diturunkan sebagai berikut:

wy, = fo(P)+ (fa(zi);i € gangil) + (f2(zi); i € genap) + fa(ys)
_ 1+(n+;+2)+(2—|2—2
3n+41+7

= ———;1 <<
5 s Lsi1sn

)+ (n+i+1)

Kemudian labeli sisi graf Helm H,, dengan fungsi fo yang didefinisikan sebagai

-S3 antimagic total dekom-
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berikut:
fo(Pz)) = 3n—i+21<i<n
fo(wiriy1) = 3n+i+1;1<i<n
fo(zpz1) = 4n+1
fo(ziy;)) = dn—i+2;1<i<n

Misal Wy, adalah bobot total sisi super (25”27“1, 1)-S3 antimagic total
dekomposisi graf helm H,, untuk n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wy, = wp, + [o(Pxi) + fo(ziziv1) + fa(@iys)
3n+4i+7
= (%)—i—(?ﬂl—%i—kl)+(3n+i+1)+(5n—i+2)

25n 4 67 4 15
_ %; 1<i<n
Penurunan rumus Wy, tersebut membentuk himpunan barisan aritmatika yaitu

_ [25n+21 25n+23
Wy, = 55

a+(n—1)b=222 4 (np—1).1 =202l 4 1 = 2t Karena nilai a pada
[, 25n421
2

., Up}. Maka nilai U,, dapat dicari dengan cara U,, =

barisan tersebut adala
25n+21
%7 1)

, sehingga terbukti bahwa Graf helm H,, memiliki

super ( -S3 antimagic total dekomposisi untuk n > 3.

<& Teorema 3 Graf helm H, memiliki super (12n 4 11,2)-S3 antimagic total

dekomposisi untuk n > 3.

Bukti. Labeli titik graf Helm H,, dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai
berikut: f3(P) = fi(P), fs(z1) = fi(z1), fs(y1) = fi(yr), fs(@i) = fi(xi), dan
f3(yi) = f1(vi)

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif
yang memetakan f3 : V(H,) — {1,2,...,2n + 1}. Misal wy, adalah bobot sisi
super (12n 4 11,2)-S3 antimagic total dekomposisi graf helm H,, untuk n > 3,
maka wp, = wy,.

Kemudian labeli sisi graf Helm H, dengan fungsi f3 yang didefinisikan

sebagai berikut:

f3(Px;) = 2n+i+1;1<i<n
fa(xpz1) = 3n+2
fa(xiziv1) = 4dn—i+2;1<i<n
fa(ziyi) = 4dn+i+1;1<i<n

Misal Wy, adalah bobot total sisi super (12n + 11,2)-S3 antimagic total
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dekomposisi graf helm H, untuk n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wi, wy, + f3(Pxi) + f3(ziziv1) + f3(wiy:)
= 2n+i+5)+Cn+i+ )+ An—i+2)+ (An+i+1)

= 12n4+214+9;1<i<n

Penurunan rumus Wy, tersebut membentuk himpunan barisan aritmatika yaitu
Wg, = {12n + 11,12n + 13,...,U,}. Maka nilai U,, dapat dicari dengan cara
Uyo=a+n-1)b=12n+11+(n—-1)2 =12n+11+2n -2 = 14n + 9.
Karena nilai a pada barisan tersebut adalah 12n + 11, sehingga terbukti bahwa
Graf helm H,, memiliki super (12n+11, 2)-S3 antimagic total dekomposisi untuk
n > 3.

Aplikasi

Tingkat kriminalitas pengacakan kode yang semakin meningkat membuat
para pemilik pesan rahasia harus lebih waspada. Permasalahan ini adalah terma-
suk bagian aplikasi total dekomposisi dalam cryptography. Cryptography adalah
sebuah teknik merubah dari plaintezt (kalimat pesan) ke dalam ciphertext (kali-
mat rahasia yang akan dikembangkan)[13]. Ciphertext merupakan bentuk pesan
yang tersandi ke bentuk lain yang tidak dapat dipahami [12]. Misalnya pe-
san rahasia yang akan dikirim adalah 720127 adalah PIN kartu kredit anda”.
Pelabelan yang digunakan untuk mengubah pesan tersebut yaitu pelabelan total
dekomposisi pada graf Helm Hg dengan d = 0 (sesuai teorema 1).

Label titik dan label sisi menggunakan angka 1 sampai 46. Sebelum mele-
takkan huruf pada diagram pohon, pengeliminasian cabang perlu dilakukan agar
tidak ada kode yang berulang. Tahap awal untuk mengeliminasi cabang yaitu
dengan menjumlahkan titik graf Helm H,, dengan jumlah keseluruhan huruf al-
fabet. Jumlah titik yang digunakan pada graf Helm Hg adalah 19 titik jumlah
alfabet adalah 26, dan 1 spasi (U), maka penjumlahan ketiganya diperoleh 46.
Label sisi atau cabang yang harus di eliminasi yaitu label sisi yang lebih besar
dari jumlah titik graf Helm dengan jumlah alfabet. Langkah selanjutnya adalah
membuat digram pohon yang berakar di label 1 dengan dilengkapi label sisinya

Langkah selanjutnya yaitu memasang semua alfabet yaitu dari a sam-
pai z dan spasi (Ul) pada setiap cabang diagram pohon. Penempatan alfabet
ini harus berurutan dari kiri ke kanan dan dimulai dari layer pertama, pen-
empatan spasi setelah huruf z. Setelah penempatan alfabet dan spasi (U) di-
lakukan, selanjutnya adalah menghitung nilai modulo dari setiap cabang atau

label sisi sesuai dengan letak alfabet dan spasi (). Pesan rahasia dipecahkan
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dengan menerapkan teknik kriptosistem modulo 27 terhadap masing-masing hu-
ruf alfabet sehingga menjadi a = mod(23,27) = 23, b = mod(29,27) = 2,
¢ = mod(35,27) = 8, d = mod(41,27) = 14, e = mod(20,27) = 19, f =
mod(26,27) = U, g = mod(32,27) =5, h = mod(38,27) = 11, i = mod(44,27) =
17, 7 = mod(21,27) = 21, k = mod(24,27) = 24, | = mod(25,27) = 25,
m = mod(27,27) = 0, n = mod(30,27) = 3, o = mod(31,27) = 4, p =
mod(33,27) = 6, ¢ = mod(36,27) = 9, r = mod(37,27) = 10, s = mod(39,27) =
12, t = mod(42,27) = 15, u = mod(43,27) = 16, v = mod(45,27) = 18,
w = mod(22,27) = 22, x = mod(28,27) = 1, y = mod(34,27) = 7, z =
mod(40,27) = 13, dan U = ¢.

Maka diperoleh ciphertext dari semua alfabet yaitu a = z,b = ¢,¢ =
i,d =o0,e=u,f =Ug=fh=10Li=nrj=v,k=yl=2z2m=an=
do=ep=g,q=jr=ks=mt=pu=qv=sw=wx=by=hz=
n, U = t. Oleh karena itu, dengan menggunakan proses substitusi pesan ke dalam
ciphertext dengan menggunakan spasi (L) dan tanpa tanda baca, maka ciphertext
dari pesan ”dualinollisatulldualltujuhlladalah pinLkartullkreditllanda” adalah
7 ogxtdeztmxpqtogxtpqvqgltxoxzxltgrdtyxkpgtykkuorptxdox”.

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa:

e Graf helm H,, memiliki super (13n+ 10, 0)-S3 antimagic total dekomposisi
untuk n > 3.

26m+21
7 1)

e Graf helm H,, memiliki super ( -S3 antimagic total dekomposisi

untuk n > 3.

e Graf helm H,, memiliki super (12n+ 11, 2)-S3 antimagic total dekomposisi
untuk n > 3.

e ciphertext dari pesan ” duallnollUsatulldualltujuhlladalah pinUkartullkreditllanda”
adalah ”oqgxtdeztmxpqtogxtpqvqltxoxzxltgrdtyxkpqtykkuorptxdox”.
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